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Sind p + 1 denselben Träger besitzende und auf dasselbe Coordinaten- 
system bezogene ebene Punktgebiete von je n Dimensionen: 

[x l9 x 2 > . . . , x n ), yy 1 , y 2 , . . ., y n ), . . . ., (y l , y 2 , • . ., y n ) 

gegeben, und bezieht man alsdann, vom zweiten angefangen, ein jedes 
dieser Gebiete auf das vorangehende durch dieselbe lineare Substitution { A } 
mit den Coefficienten a, setzt also: 



tf=n 



a=n 



dsssn 






• • 



q ^ 1 f 2, . . ., n 



(>=»1, 2,. . ., n 



? = 1, 8,..., n 



so sind dadurch je zwei dieser Gebiete in ihren Punkten wechselseitig 
eindeutig auf einander bezogen, und speciell entspricht dem Punkte 
x t , x 2f . . ., x n des ersten Gebietes der durch das Gleichungensystem: 

(> = 1, 2, . .., n 
x, — n y 1 =gn x, = / i x p — 1 = =s n 

*i — 1 ** = ! *j = 1 *»_i = l 



a *p—\a> <('• ° rsaBl i 8 i •••* *> 



bestimmte Punkt t/^, y 2 p \ . . ., j£ p) des y en Gebietes. Dieses Gleichungen- 
system, als lineare Substitution aufgefasst, wird die jp te Potenz der Sub- 
stitution \A) genannt und mit [A\ p bezeichnet. Bei besonderer Be- 
schaffenheit der Coefficienten a kann es vorkommen, dass jeder Punkt 
des p*** Gebietes mit dem ihm entsprechenden Punkte des ersten zusammen- 
fällt. Für das Eintreten dieses Falles ist es nothwendig und hinreichend, 
dass die Coefficienten a der verwendeten Substitution den n* Gleichungen: 



2/ 2i 2j ' " '^ a e x i a *i*« a *i*» " " " a * P -\ n = *V c?i ffa -i. »f-. «) 

1* 



~T(Yc 



genügen — wobei für q, a — 1, 2, ..., n unter 6 9<J eine Grösse zu verstehen 
ist, die für q = ö den Werth 1 , für q 4= o dagegen den Werth besitzt -, 
und die entsprechende Substitution ist dann eine jener ausgezeichneten 
Substitutionen, deren Potenzen eine endliche Gruppe bilden. Sollen um- 
gekehrt die Potenzen einer linearen Substitution {A} eine endliche Gruppe 
bilden, so müssen, wie in Art. 1 des Näheren ausgeführt wird, die Coeffi- 
cienten a derselben einer Gleichung von der zuletzt angeschriebenen Ge- 
stalt genügen. Die Aufgabe, die allgemeinste lineare Substitution [A\ zu 
bestimmen, deren Potenzen eine endliche Gruppe bilden, ist daher iden- 
tisch mit der Aufgabe, die n* Coefficienten a derselben in allgemeinste! 
Weise so zu bestimmen, dass sie der auf eine beliebige positive ganze 
Zahl p bezogenen, zuletzt angeschriebenen Gleichung genügen. 

Diese Aufgabe hat für den Fall p = 2 oder, was dasselbe, für den 
Fall der involutorischen Substitutionen schon ihre vollständige Erledigung 
durch eine Arbeit meines hochverehrten Lehrers, des Herrn Prym*), er- 
fahren. Die Grundlage für die Untersuchung bildet dort, ebenso wie in 
einer damit zusammenhangenden Arbeit des Herrn Cornely**), eine eigen- 
tümliche, aus den Coefficienten a der zu untersuchenden Substitution 
und zweiten Einheitswurzeln gebildete Determinante A (t) , welche auch ia 
der Theorie der orthogonalen Substitutionen eine hervorragende Rolle 
spielt. Von Herrn Prym wurde ich nun veranlasst, zu untersuchen, ol» 
der allgemeine Fall nicht nach ahnlichen Principien behandelt werden 
könne. Da kam es denn vor Allem darauf an, das Analogon der Deter- 
minante A (t) für beliebiges p zu finden. Erst nach manchen vergeblichen 
Versuchen gelang es mir, ein aus den Coefficienten a der Substitution [A \ und 
p** Einheitswurzeln in eigenthümlicher Weise zusammengesetztes Gebilde. 
die in der Arbeit mit D (r) bezeichnete Determinante zu finden, wekbn 
im allgemeinen Falle dasselbe leistet wie die Determinante A i9) im Fa 1 ^ 
p = 2, und welche daher als die richtige Verallgemeinerung dieser letztere 



*) Prym, F., Ueber orthogonale, involutorische und orthogonal-involutorische Substitatio: 
(Abhandl. d. matb. Classe der E. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, Bd. XXXV 
pag. 1. — Separatabzüge bei Dieterich, Göttingen.) 

**) Cobmely, A., Untersuchungen über involutorische Gleichungensysteme. (Inaugura!-P: ; 
tation, Würzburg, 1891.) 
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. ! P i T anzusehen ist. Mit ihrer Hülfe konnte ich dann auch einen einfachen, 

aus dem Wesen der Sache geschöpften Beweis für die Möglichkeit der 

Keduction der Substitution [A\ auf die sogenannte kanonische Form 

'*\*\ m '' erbringen, und es wurde dadurch zugleich die wahre Natur der von 

Herrn Cornely, in Art 5 seiner Arbeit, für den Fall p = 2 gegebenen 
Keduction aufgedeckt. 

Was den Gang der folgenden Untersuchungen betrifft, so werden zu- 
nächst in Art. 1 im Anschlüsse an eine Abhandlung des Herrn Frobenius*) 
einige für das Folgende wichtige Definitionen und Bezeichnungsweisen 
i: 'i •>.!>.•■•_:. zusammengestellt. In Art. 2 werden dann gewisse Haupteigenschaften 

ftii.rv^":' des zu untersuchenden Systems A der Grössen a durch Betrachtung 

iiiri.-iii^K^ der zu demselben gehörigen charakteristischen Function abgeleitet. Art. 3 

■J n-K. wie ir beschäftigt sich mit der Bildung und den Eigenschaften der schon oben 

niiihrt'V'L^ erwähnten Determinante D (t) , und im Anschlüsse daran bringt Art. 4 

\^.n .u l > die Keduction des Systems A auf die kanonische Form. Beweise für 

f ;. i f . : :. ., die Möglichkeit dieser Keduction haben schon die Herren Jordan**), 

Ji.n uvFf Lipschitz***), Kronecker f) gegeben, jedoch ohne diese Keduction wirklich 

i .„ .. durchzuführen. Nachdem dann noch in Art. 5 der innere Zusammenhang 

, v zwischen dem Systeme A und der auf dasselbe bezogenen Determinante 

4,1 \ , „ D {t) eingehend erörtert worden, wird schliesslich in Art. 6 die end- 

r|, ' n e e ^. gültige Darstellung des Systems A durch eine geringste Anzahl unab- 

ivr.iiua«t, -** hängiger Parameter gegeben. 

Priucipfeß ^ 

f an. Ate &± . 1. 

r> t nach matfk- In diesem Artikel sollen einige Definitionen und Bezeichnungen, die 

•utenrt ikrSu*--' fftr die folgenden Untersuchungen von Bedeutung sind, zusammengestellt 

;. e zusammen?^"' werden. 

•rrnninantt » - ; 

«lir Pt't^riÜl^^ " *) Fbobenils, G., lieber lineare Substitutionen und bilineare Formen. (Journal f. r. u. a. 

.. n rillt'm^ ~* Mathematik, Bd. 84, pag. 1.) 

;tl " **) Jobdan, C, Memoire sur les gquations diffe"rentielles line'aires ä integrale algäbrique. 

(Journal f. r. u. a. Mathematik, Bd. 84, pag. 112.) 
. ■.*• ***) Lipschitz, R., Beweis eines Satzes aus der Theorie der Substitutionen. (Acta mathematioa, 

( , rt , ^wUo^ Bd. 10, p. 137.) 

cnäi hatten * J rJ " •(•) Kroneckkk, L., Ueber die Composition der Systeme von n 2 Grössen mit sich selbst. 

(Sitzungsberichte der Berliner Akademie der Wissenschaften, 1890, pag. 1081.) 
„l-icLonpen*** ' 
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Die je n % Grössen enthaltenden Systeme: 



a u • • a ln 



• • » • 



a- 



n\ 



a 



nn 



&11 • • K 



Kl' • Kn 



Cii • ■ c lH 



• • • • 



• • • 



'Ml 



'nn 



sollen zur Abkürzung mit 

A , B , C 

und die ihnen entsprechenden Determinanten: 



a 



11 



a 



»i 



a 



a 



In 




K • 


• &1» 




y 


• • 


• • 


nn 




Kr 


■ Kn 



'11 



'In 



• • • • 



Hl 



'nn 



zur Abkürzung mit 

\Ä 



B 



C 



... 



bezeichnet werden. 

Die Gleichung A = B soll ausdrücken, dass für q, a = 1, 2, . . ., n 
a Qa = & (>(T ist. Aus A =* B folgt | .4 1 = | B |. 

Unter gA ist dasjenige Grössensystem zu verstehen, welches aus A 
hervorgeht, wenn man die sämmtlichen Grössen a mit einer Grösse g 
multiplicirt; in dem besonderen Falle, wo g — — 1 ist, wird für das ent- 
stehende System das Zeichen — A verwendet. Infolge dieser Definition 
ist I gA | — g n \ A | und speciell [ — A j — (— l) n | A |. 

Ein System S, dessen Grössen s sich aus den Grössen a,b, c, . . ., f 
der p Systeme A, B, C, . . ., F den Gleichungen: 



\a 



V +\o+ 9 a-\ (- f Qi 



(p, 0=1, 2, . . ., n) 



gemäss zusammensetzen , soll mit A + B + C + • • • + F, die ihm ent- 
sprechende Determinante mit \A + B+C+--* + F\ bezeichnet werden. 
Das System A + B+C+--- + F wird die Summe der p Systeme 
A, B, C, . . ., F genannt. Für die Bildung solcher Summen gilt das 
Associations- und das Commutations- Gesetz. 

Ein System T, dessen Grössen t sich aus den Grössen a, b, c 9 . . ., f 
der p Systeme A, B, C, . . ., F den Gleichungen: 



X„ 10! 



Xi=n x t =an x,=sn *p — 1"~ " 



£ 



p-l* 



<e, = 1,2, ...,«) 



X, = 1 X 4 = l x, = l 



f p-l 






gemäss zusammensetzen , soll mit ABC. . . F, die ihm entsprechende 
Determinante mit | A B C . . . F\ bezeichnet werden. Nach den für Deter- 
minanten geltenden Multiplicationsregeln ist dann: 

\ABC-* F\ = A ^ ;£|.' C\ \F . 

Mit Rücksicht darauf soll das System ABC ... F das Product der 
p Systeme A, B, C, . . ., F genannt werden. Für die Bildung solcher Pro- 
ducte gilt das Associations- Gesetz, das Commutations-Gesetz dagegen im 
Allgemeinen nicht. Im Übrigen folgt aus den aufgestellten Definitionen 
noch die Richtigkeit der Gleichungen: 

H (A + B + • • • + F) - HA + HB + - . . + HF, 
(A + B + • • + F) H = AH + BH + - • + FH, 
9i<A -<J%B OpF^g^t- • g p AB . - - F. 

Das mit p gleichen Factor en gebildete System AA ... A soll die 
p* Potenz des Systems A genannt und dementsprechend mit AP bezeichnet 
werden. Unter A 1 ist das System A selbst zu verstehen. *Die n 2 Grössen 
des Systems AP, die mit dfl, e,»-!, t,...,», bezeichnet werden mögen, sind 
dann definirt durch die Gleichungen: 

Xi==5tt Xs = w x,=n * p -» 1 =s s n 

a \ p a —2 22"' 2 o ?*. a *.*. a *.*. ■ ■ ■ 0x p-i°- <? * '-** * " } 

X, = l X, = l X, = J Xp jssl 

Speciell ist aJS ■■ ^ a . Die Determinanten der Systeme AP, A sind durch 
die Gleichung | AP | = | A \ p verknüpft. 

Unter 6 Qaf 0,0-1,1,...,«, sollen die durch die Gleichungen: 

*V = ^ ^? e vi «~ a) ~n~ «,,0-1,2,...,») 

definirten w 2 Grössen verstanden werden. Es besitzt dann cf^ f&r q = 6 
den Werth 1, f&r q 4= ff dagegen den Werth 0. Das System der n* Grössen 6 
werde mit A bezeichnet; es ist dann A p — « A, AA = AA = A. Die 
Determinante | A | besitzt den Werth 1. 

Hat die Determinante | A | einen von Null verschiedenen Werth, so 
existirt zu dem Systeme A immer ein und nur ein System J?, welches 
der Gleichung: 



AB = A 

genügt Die aufgestellte Gleichung zieht nämlich die n 2 Gleichungen: 



^^, Wqx u xa *" u qo 



^«„v 6„,r = tfn„ (ftff— 1| «. ••» »> 



nach sich, und aus diesen ergeben sich, wenn man noch die Adjuncte 
des Elementes a qH in der Determinante | A | mit a QX bezeichnet, zur Be- 
stimmung der n 2 Grössen b die Gleichungen: 



h « ?19L. ( ?J a«l,8,...,n) 

V i ^. ■ 



Das so definirte System J? soll das zu A reciproke genannt und mit 
A" 1 bezeichnet werden. Es ist dann AAr 1 — A" l A = ^ und j A 1 1 -4*" 1 1 = 1. 
Unter -4""* soll die p* Potenz des Systems A" 1 verstanden werden. 
Die w 2 Grössen des Systems A~ p , die mit a { ~ p \ ?, <* = i, *, ...,*, bezeichnet 
werden mögen, sind dann definirt durch die Gleichungen: 

x i =n x ,=n x ,=n *p — i = w a 

x 1= =l x t «l x,«l x p _! = l 

OL ' 

Speciell ist <^ 1) = r/\' Zwischen den Systemen AP und Ar* besteht die 



w 9° \A 

Gleichung A P A~~ P = A, die sich ohne Mühe, durch wiederholte Anwendung 

der Gleichungen AA~ l — A, AA = A, verificiren lässt. Das System A~~ p 

ist daher das zu AP reciproke System. Die Determinanten der Systeme 

Ar~ v y A sind durch die Gleichung | Ar p \=*\A\~* verknüpft. 

Versteht man nun noch unter A° das System A, sodass also a$ = d Q<J , 

so ist das Zeichen AP unter der Voraussetzung | A | 4= für jede ganze 

Zahl g definirt, und es besteht zudem für je zwei ganze Zahlen g u g % 

die Gleichung: 

A«A* — A g >+ 9 * . 

Bildet man aus einem Systeme A, für welches | -4 | -f- ist, durch 
Potenzirung die Systeme: 

J— 2 J — 1 JO Jl 4% 

... •, JLJl. , JLX. , JLX. , JLX. , ^jL , • • • ■ 

so sind von diesen im allgemeinen keine zwei einander gleich. Ein 
System, unter dessen Potenzen gleiche vorkommen, ist daher als ein aus- 



— 9 — 

gezeichnetes System anzusehen. Man nehme an, dass für ein System A 
A s = A r , s>r, sei, dass dagegen von den Potenzen A r+l , J. r + 2 , ..., A 8 " 1 
keine mit A r übereinstimme. Beachtet man dann, dass aus der 
Gleichung A' = A r , wenn man linke und rechte Seite derselben mit Ar~ r 
multiplicirt und die positive ganze Zahl' s — r mit p bezeichnet, die 
Gleichung AP = A folgt, so erkennt man zunächst, dass im vorliegenden 
Falle aus A durch Potenzirung im Ganzen nur p verschiedene Systeme: 

entstehen, oder, was dasselbe, dass die Potenzen von A eine endliche 
Gruppe mit der Ordnungszahl p bilden, und weiter, dass die Aufgabe, 
alle Systeme A zu bestimmen, bei denen die Potenzen eine endliche 
Gruppe bilden, identisch ist mit der Aufgabe, alle Systeme A zu finden, 
welche der auf eine beliebige positive ganze Zahl p bezogenen Gleichung 
A p = A genügen. Diese Aufgabe soll jetzt behandelt werden. 

2. 

Zunächst sollen einige Eigenschaften eines Systems A, welches der 

Gleichung: 

A p = A 
genügt, abgeleitet werden. 

Zu dem Ende bezeichne man, unter z eine complexe Veränderliche 

verstehend, die zu dem Systeme A gehörige charakteristische Function 

A — zA | mit f(z), sodass also 

I a n — z • - a in 
(1) f(z) — , A - zA | = | • ... ! 

I a ni - - a nn — z \ 

ist, und bilde alsdann, indem man hier sowohl wie im ganzen weiteren 
Verlaufe der Arbeit unter © die durch die Gleichung: 

cd = e p 

definirte Grösse versteht, das Product der p Functionen f(z), f(az), . . ., 
f(m p ~ 1 z). Man erhält dann zunächst die Kelation: 

f(z)f(a>z) • • - f((o p ~ l z) = | A — zA A - vzA • • • . A - (»»-'zA 
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und weiter, indem man die auf ihrer rechten Seite stehenden Deter- 
minanten auf Grund der Multiplicationsregel | A \ \ B | • • • | F \ — | A B • • • F 
zu einer einzigen Determinante zusammensetzt und beachtet, dass © eine 
primitive p te Einheitswurzel ist, die Relation: 

f(z)f(a>z) - • • f{m^ x z) = \A P — z*A p | = | (1 — z*) /l | = (1 — z*)\ 

Diese Relation zeigt, dass jede Wurzel der Gleichung f(z) = immer 
auch eine Wurzel der Gleichung z v — 1 — ist, oder, was dasselbe, dass 
als Wurzeln der Gleichung f(z) — nur die Grössen &, © 2 , . . ., © p auf- 
treten können, und man erhalt daher, wenn von den n Wurzeln der 
Gleichung f(z) = m 1 den Werth ©, m 2 den Werth cd 2 , . . ., m p den 
Werth m p besitzen, schliesslich für f(z) die Gleichung: 

(2) f{z) = (o - z) m *(a* - z) m * • • • (w p - z)>. 

Dabei ist der Fall nicht ausgeschlossen, dass von den Zahlen m l9 m 2 , . . ., m p , 
die immer durch die Gleichung m x + m 2 + • • • + m p == n verknüpft sind, 
einige mit der Null zusammenfallen. 

Der Zahlencomplex (m l9 m if . . ., m p ) soll die Charakteristik des 
Systems A genannt werden, und entsprechend soll gesagt werden, dass 
das System A zur Charakteristik (m l9 m 2 , . . ., m p ) gehöre. Durch passende 
Bestimmung der w a Grössen a im Rahmen der Bedingung AP — /l kann 
man den Zahlencomplex (m l9 m %9 . . ., m p ) mit einem beliebig gewählten 
Zahlencomplexe (m t \ m 2 ' 9 . . ., m p ) 9 dessen Zahlen der Reihe 0, 1, 2, ... n 

angehören und durch die Gleichung inj + m 2 -\ h m p = n verknüpft sind, 

zur Deckung bringen; man braucht zu dem Ende nur für q 9 6 = 1, 2, . . ., n 
<V = d Q o*Q zu setzen und von den n Grössen x l9 x 29 . . ., t H ml mit o, 
m 2 mit (d 2 , . . ., m p mit ra p zusammenfallen zu lassen. Zahlencomplexe 
[ml 9 m 29 .. ., m p ) der angegebenen Art giebt es aber im Ganzen ("JlT 1 ), 
und in ebenso viele streng geschiedene Classen zerfallen daher die sämmt- 
lichen der Gleichung AP = A genügenden Systeme A. 

Die Zahlen m 19 m 29 . . ., m p lassen sich als ganze rationale Functionen 
der w 2 Grössen a darstellen. Um diese Darstellung zu erhalten, verstehe 
man unter v eine Zahl aus der Reihe 1, 2, . . ., j>, unter e die durch die 

Gleichung e = e » definirte Grösse, fahre alsdann in die Gleichung: 
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f(z)f(ez) • • • fi?" 1 *) — j -4 - zA A - ezJ\---\A- e'-'zA \ 

an Stelle von f(z), . . ., f(e v ~ l z) die ihnen auf Grund der Gleichung (2) 
entsprechenden Ausdrücke ein, und fasse zugleich die rechts stehenden 
Determinanten, der Multiplicationsregel \ A \ \ B \ - - - \ F \ = \ AB - - - F 
gemäss, zu der einen Determinante | A* — z v A | zusammen. Man erhält 
dann die Gleichung: 



(©* - * f )""(© ,1r - Z V ) m * • - ■ (G) PV — <)> — 



a<'> - ** 



a 



In 



a 






« ( ;>-* v 



und weiter aus dieser, indem man den bei der Entwicklung der linken 
Seite nach ganzen Potenzen von z v auftretenden Coefficienten von ^*- 1 > 
dem bei der Entwicklung der rechten Seite nach ganzen Potenzen von 
z y auftretenden Coefficienten von d" 01 *" 1 ! gleichsetzt, die Relation: 







(F = l, 2, ...,J>) 



Multiplicirt man nun, indem man unter {* eine Zahl aus der Reihe 
1,2, ... 9 p versteht, linke und rechte Seite dieser Relation mit ar 9 ** und 
summirt alsdann nach v von 1 bis p, so erhält man die Gleichung: 



X = p 




y=p 



y=y g = » 



m 2 | ^a<*-">') -3? y<3-"fl<:» 



,»=1 



* = 1 £ = 1 



?£ 



(» = 1, *,...,*>) 



und schliesslich, indem man beachtet, dass die auf der linken Seite 
stehende, in runde Klammern eingeschlossene Summe, während X von 1 
bis p geht, nur dann einen von Null verschiedenen Werth und zwar 
den Werth p erhält, wenn X — {* wird, die Gleichung: 



(3) 



v=p Q sssn 

»=1 e=l 



01 = 1, *,...,*) 



durch welche m^, ,<=i, 2,...,*>, da a^ nach Art. 1 eine ganze rationale 
Function der n 2 Grössen a ist, als ganze rationale Function der n* Grössen 
a dargestellt wird. 

Mit Hülfe der Gleichungen (3) kann man für jedes gegebene der 
Gleichung AP = A genügende System die Charakteristik (m l9 m 2 , . . . , m p ), 

2* 
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zu der es gehört, unmittelbar bestimmen. Kennt man aber die Charakte- 
ristik eines Systems A, so lässt sich auch der Werth der ihm ent- 
sprechenden Determinante \A\, der immer eine jp te Einheitswurzel ist, 
sofort angeben. Zwischen der Grösse | A | und den Zahlen m lf m 2 , . . ., m p 
besteht nämlich die Beziehung: 

(4) j A | = (a mi + 2M * + '--+ pw />. 

Man erhält dieselbe, wenn man in der Gleichung (2) z = setzt und 
beachtet, dass der Gleichung (1) zufolge f(ö) = | A | ist. 



3. 

* 

Weitere Eigenschaften des in Rede stehenden Systems A, die bei 
den späteren Untersuchungen eine hervorragende Rolle spielen werden, 
ergeben sich durch Betrachtung einer eigenthümlichen Function F, die 
jetzt definirt werden soll. 

Man verstehe unter r 1? r 2 , . . ., t n p* Einheitswurzeln, von denen r x 
mit cd, r 2 mit © 2 , . . ., r p mit cj p zusammenfallen mögen, und bezeichne 
das System: 

r, - - • 
r 2 • - • 



• • • t 



n 



mit T. Das so definirte System T genügt dann der Gleichung T p = A> 
seine charakteristische Function ist (© — z) rx (o 2 — z) r% « • • (m p — z) r p 
und seine Charakteristik daher (r 19 r % , . . ., r p ). Aus den Potenzen der 
Systeme A, T bilde man nun, unter Zuhülfenahme einer complexen Ver- 
änderlichen z, das System: 

A p - 1 + zA p ~*T + z*A p - s T* +- ... + z p -*AT p - 2 + z p - 1 T p "\ 

und bezeichne die Determinante desselben mit F t x ■ " z *« j , setze also : 

(1) Fl*',** | = \A P ~ 1 + zA p - 2 T-\ + z*-*AP-* + z p - l T p " 1 ,. 

Die so definirte Function F soll jetzt näher untersucht werden. 
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Zu dem Ende multiplicire man, indem man unter v eine Zahl aus 
der Reihe 1, 2, . . ., p, unter f(z) die in Art. 2 durch die Gleichung 
f(z) = \A — zA\ definirte Function versteht, die linke Seite der Glei- 
chung (1) mit fföz), die rechte entsprechend mit | A — g> v zJ j und führe 
zugleich auf der rechten Seite die Multiplication auf Grund der Regel 
j A — & v zA\ I B | = { (A — <a v z/i)B j aus. Man erhält dann zunächst 
die Gleichung: 

fXm v z)F\ r >- z t »\ = \A p — z>T* + z(A p - l + zA f '-*T-\ Vz p - l T p - l )(T-<» v 4) . 

Bezeichnet man das der Q Un Horizontalreihe und der a** Verticalreihe 
gemeinsame Element der rechts stehenden Determinante mit e Qa , die der 
p ten Horizontalreihe und der <? ten Verticalreihe gemeinsame Grösse des 

Systems A p ~ l + zA p ~ 2 T-\ h **- l J'- 1 mit e Qa und beachtet, dass 

die entsprechenden Grössen der Systeme AP — z p T p 9 T — & v 4 die Werthe 
& Qa (l — z p ) y d QO (r Q — m v ) besitzen, so ergiebt sich: 

und man erkennt nunmehr ohne Mühe, dass die aus den n* Grössen 
e Q<n ? ,<j = i,8,...,«, als Elementen gebildete Determinante , da r r der 
Grössen v l9 r a , . . ., v n mit <d v identisch sind, als Product zweier Factoren, 
von denen der erste (1 — z p Y v , der zweite eine mit F n - rv zu bezeichnende 
Determinante vom Grade n — r v ist, dargestellt werden . kann. Man hat 
daher auch: 

f(a> v z)F\*>- z *»\-(i-z p y*F n _ rv 

und erhält dann schliesslich, indem man linke und rechte Seite der 
letzten Gleichung durch f((D v z) dividirt und beachtet, dass 

(i-z*y*=(-\y*+» r v{n-z) r *(v % - 

f(tfz) — G) nv (& - z) m *+i (o 2 - *)*»+•... {tf-'—zyp^-^-zY 1 *- (m p —z) m * 

ist, für die Function F die Gleichung: 

(2) F I *»•;■*« ! «' (— ly + ^m—fa - *) r *-^+i(o3 2 - z) r *- m *+* • - . 

(o^- v - z) r "- m p (n p - v + l - z) r *- m > • • • (©* — z) r *- rn *E n _ r 



— 14 — 

Die gewonnene Gleichung die für v = 1, 2, . . ., p gilt, zeigt, dass 
die Function F für z = 1 stets verschwindet, wenn irgend eine der p Zahlen 
r grösser ist als die mit demselben Index behaftete Zahl m. Von den 

p Zahlen r ist aber, wie jaus der Gleichung r t -\ \- r p = n = m x H f- m p 

folgt, immer wenigstens eine grösser als die ihr entsprechende Zahl m, 
wenn nicht gleichzeitig r x = m v ..., r p *=m p ist. Es hat daher F\ il "i x *\ 
stets den Werth 0, wenn (r 19 . . ., r p ) und (m^, . . ., m p ) verschiedene 
Charakteristiken sind. Das so erhaltene Resultat lässt sich nun auch, 
wie folgt, aussprechen: 

„Die Determinante: 

D (f) = | A*- 1 + A*~ 2 T + A p ~* F H f- ^T*~ 2 + T*" 1 j , 

hei der das der Q ten Horizontalreihe und der <P* Verticalreihe gemeinsame 
Element d^ sieh aus den Grössen a und x der Gleichung: 

gemäss zusammensetzt, hat stets den Werth 0, wenn die Charakteristik 
( r i> • • • 9 r P ) des Systems T von der Charakteristik (m lf . . . , m p ) des Systems A 
verschieden ist." 

Führt man in die Determinante D it) , die in Bezug auf jede einzelne 
der n Grössen r eine ganze rationale Function (p — l)* 611 Grades ist, an 
Stelle des Systems der n Buchstaben t 19 t 2 , . . ., t n der Reihe nach eine 
jede der p n Variationen zur n** Classe mit Wiederholung, welche man 
aus den p Einheitswurzeln ra, cd*, . . ., w p als Elementen bilden kann, ein 
und bildet die Summe der so entstehenden p n Determinanten, so besitzt 
diese Summe den von Null verschiedenen Werth p n | A \ p ~ l . Man erhält 
diesen Werth, wenn man beachtet, dass für jede ganze rationale Function 
G(t l9 r 2 , . . ., r H ) der Grössen r, die in Bezug auf keine dieser Grössen 
von höherem als dem (p — l) ten Grade ist, die Gleichung: 

M, 0> * t ..., Oi P 

2JG(t lf t t , . . ., r a ) - j>-ff (0, 0, . . ., 0) 

besteht, bei der das auf der linken Seite stehende Summenzeichen an- 
deuten soll, dass die Summe der Ausdrücke zu bilden ist, welche aus 
G^u *2> •••> r r) hervorgehen, wenn man darin an Stelle des Systems der 
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n Buchstaben v lf r 2 » . . ., r n der Reihe nach eine jede der p n vorher er- 
wähnten Variationen treten lässt. Zu dem Werthe p n j A \ p ~ x der in 
Rede stehenden Summe von p n Determinanten können aber nur diejenigen 

41.? 

N — — f ~ — - } dieser p n Determinanten Beiträge liefern, welche aus D (t) 

hervorgehen, wenn man darin auf die N möglichen Weisen m x der Grössen 
r mit ©, m 2 mit © 2 , . . ., m p mit © p zusammenfallen lässt, da alle übrigen 
Determinanten, wie oben bewiesen wurde, den Werth Null haben, und 
es muss daher von den genannten N Determinanten wenigstens eine 
einen von Null verschiedenen Werth besitzen. Bezeichnet man nun noch 
das zur Charakteristik (m ly . . ., m p ) gehörige ausgezeichnete System: 

öj . . . 

(Do . . . 



bei dem 



. . . G) n 



®1 = • • • = G> mi — ©» Vmx + l = • * " = Oj^+iii, = ro 2 , • • • ., G)„__ >+1 — ' * * = G> n = & P 

ist, mit 42, so lässt sich das gewonnene Resultat auch so aussprechen: 

„Unter den JV"== -y-^-'; — ■ zur Charakteristik (m 19 . . ., m p ) gehörigen 

Systemen T, welche aus dem Systeme ü durch Permutation der in seiner 
Diagonale stehenden Grössen hervorgehen, giebt es immer wenigstens eines, 
für welches die Determinante: 

D {t) — \ A p ~ l + A p ~*T + • • • + AT p ~ 2 + T p ~ x \ 
einen von Null verschiedenen Werth besitzt." 

4 

Aus einem gegebenen der Gleichung AP = A genügenden Systeme A 
kann man auf folgende Weise unbegrenzt viele andere Systeme A ab- 
leiten, welche der Gleichung A p = A genügen und zugleich zu derselben 
Charakteristik (m ly ... y m p ) gehören wie das gegebene System A. 

Man verstehe unter B irgend ein System, dessen Determinante | B 
einen von Null verschiedenen Werth besitzt, und setze alsdann: 
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A = B- l AB. 

Das definirte System A genügt dann der Gleichung A p — A und gehört 
zugleich zur Charakteristik (m l9 . . ., m p ). Die Richtigkeit der ersten 
Behauptung ergiebt sich aus der fftr jede positive ganze Zahl v geltenden 
Gleichung: 

A v - (R-'AB) (B- l AB) • . - (B- l AB) = Br x A"B , 

wenn man darin v =p setzt und beachtet, dass B~ 1 A P B= B~ *AB= B~~ l B=A 
ist; die Richtigkeit der zweiten dagegen folgt aus der Gleichung: 

\A-zA\ = \Br l (A — zA)B\ = | J?" 1 1 \A — zA\ \B\ = \A — zA , 

welche aussagt, dass die charakteristische Funktion \A — zA\ des Systems 

A dieselbe ist, wie die charakteristische Funktion \A — zA\ des Systems A. 
Lässt man nun an Stelle des Systems B ein jedes die Bedingung | B j 4= 
nicht verletzende System treten, so erhält man, wenn man von dem 
speciellen Falle, wo p — 1 der Grössen m den Werth Null haben, absieht, 

unbegrenzt viele Systeme A der angegebenen Art. 

Es drängt sich nun von selbst die Frage auf, ob man auf diese 

Weise alle Systeme A der angegebenen Art erhalten kann, oder, mit 
anderen Worten, ob es stets möglich ist, zu irgend zwei gegebenen, 
den Gleichungen AP = A, A' p = A genügenden und zur Charakteristik 
(m x , . . ., m p ) gehörigen Systemen A, Ä ein System B mit nicht ver- 
schwindender Determinante | B \ zu bestimmen, welches der Gleichung: 

Br x AB = A' 

genügt. Diese Frage kann auf Grund der folgenden Betrachtungen ent- 
schieden werden. 

Wie in Art. 3 bewiesen wurde, kann man zu dem Systeme A stets 
ein aus dem definirten Systeme £& durch Permutation seiner Diagonal- 
grössen ableitbares System T bestimmen, für welches die Determinante: 

D (r) = A p - X + A p -*T H h AT p ~ 2 + T p ~ l 

einen von Null verschiedenen Werth besitzt. Das so bestimmte System T 
entspreche der Permutation *„ x*, . . ., x A der Zahlen 1, 2, . . ., n in 
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dem Sinne, dass die Gleichungen: 

T x, ™ * ' — T x — &1 T x i * === " " ' = T x i s=s oj2 > • • • • 9 T jc i « BSS ' * ' ™ T x — (D P 

besteheD. Man definire nun ein System S durch die Gleichung: 

8 = A p ~ l + ^~ 2 T + f- ^T*~* + T*" 1 

und beachte, dass die Determinante | S | desselben, die mit D (t) identisch 
ist, einen von Null verschiedenen Werth besitzt. Die Gleichungen: 

AS—A* + A*~ l T +••• + A*T*~*+ AT*- 1 , 
ST = A p ~ l T + A*~*T* H h AT*~ l + T p 

in Verbindung mit der Gleichung A p = A = T p zeigen dann, dass für 

das definirte System 8 die Gleichung AS — ST und daher auch die 

Gleichung: 

S~ l AS— T 

besteht. Bildet man aus dieser Gleichung, indem man das aus dem 
Systeme^/ durch Permutation seiner Verticalreihen hervorgehende System: 

• • • • 

mit 35 und dementsprechend das zu ihm reciproke mit S)"" 1 bezeichnet, 
die Gleichung: 

beachtet, dass 

T2) = $ß 

ist, und setzt alsdann: 

und dementsprechend SD" 1 ^"" 1 = ©"" l , so erhält man schliesslich die 
Gleichung: 

Auf dieselbe Weise kann man zu dem Systeme A' ein System ©' 
bestimmen, welches der Gleichung: 

genügt. 
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Damit ist die Grundlage zur Beantwortung der oben gestellten Frage 
gewonnen. Beachtet man nämlich, dass aus den beiden zuletzt ange- 
schriebenen Gleichungen die Gleichung: 

und aus dieser die Gleichung: 

folgt, und setzt alsdann: 

©©'- 1 = 33 

und dementsprechend ©'©"- 1 = 33" 1 , so erkennt man, dass das so definirte 

System 33 der Gleichung: 

33~M33 — A' 
genügt. 

Nachdem so die aufgeworfene Frage eine Beantwortung in bejahen- 
dem Sinne erhalten hat, ist eine weitere Frage die, ob ausser dem ge- 
wonnenen Systeme B = 33 nicht noch andere der Gleichung B~~ l AB = A' 
genügende Systeme B existiren. Zur Entscheidung dieser Frage nehme 

man an, dass B = 33 ein zweites der aufgestellten Gleichung genügendes 
System sei. Bringt man dann unter Benutzung der vorher gewonnenen 
Systeme ©, ©' das System 33 in die durch die Gleichung: 

33 — ©J7©'- 1 

bestimmte Gestalt, was immer und nur auf eine Weise möglich ist, da 
aus der angeschriebenen Gleichung umgekehrt ?7=©"" 1 33© / folgt, be- 
achtet, dass dann %r l = ©'ZJ- 1 ©- 1 wird, und fahrt die für », 33~ x 

aufgestellten Ausdrücke in die Gleichung 33 -1 -4S8 = A' ein, so erhalt man 
die Gleichung: 

©'tf- 1 ©- 1 ^©*/©'- 1 — A f 

und erkennt, wenn man noch die vorher gewonnenen Gleichungen 
@r l A® = ß, S' -1 ^'©' = & berücksichtigt, dass das zur Darstellung 

von 33 verwendete System U stets der Gleichung: 

genügt. Versteht man umgekehrt unter U irgend ein der Gleichung 
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U~ l &U = £1 genügendes System und setzt dann 93 = ©Ef®' -1 , so ge- 
nügt das so definirte System 33 stets der Gleichung S3~ x -493 = A\ Aus 
den beiden gewonnenen Resultaten folgt nun schliesslich, dass es unbe- 
grenzt viele Systeme B giebt, die der Gleichung: 

B-'AB — A' 

genügen, und dass man diese sammtlich erhält, und zwar ein jedes nur 
einmal, wenn man 

setzt und dann an Stelle des Systems U ein jedes der Gleichung: 

genügende System U treten lässt. Setzt man speciell U = d, so wird 
5 = 33. 

Mit Rücksicht auf das soeben ausgesprochene Endresultat soll jetzt 
zum Schlüsse noch das allgemeinste der Gleichung U" 1 £iU= £& genügende 
System U aufgestellt werden. Zu dem Ende beachte man, dass die 
Gleichung U~~ l £ZU = ü durch die Gleichung £ZU= UQ ersetzt werden 
kann, wenn man zu der letzteren noch die Bedingung | CTj =4= hinzu- 
nimmt, und dass aus der Gleichung £&U <=* U£& sich für die Grösse u Qa 
des zu bestimmenden Systems V unmittelbar die Gleichung: 

ergiebt. Diese Gleichung zeigt, dass u Qa stets den Werth hat, wenn 
<a ? =4= <a a igt; dagegen liefert sie für u Q(J keine Bedingung, wenn a> 9 = g> 
ist. Dieser letztere Fall liegt, da 

ist, dann aber auch nur dann vor, wenn die Zahlen q 9 a beide aus einer 
der p Zahlenreihen 1,2,.. ., m x \ m l +l y ... 9 m 1 + m 2 ; . . . .; n — m p + 1, . . ., n 
genommen sind. Beachtet man nun noch, dass aus den n* Gleichungen 
(a) q — G}^u qa = 0, e.«^ 1 » *>•••»», rückwärts wieder die Gleichung SiU= U&Z 
folgt, so erkennt man, dass das allgemeinste der Gleichung: 

genügende System U durch das Schema: 
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repräsentirt wird, wenn man dabei unter den u, m\ + ml + • • • + w£ an 
der Zahl, unbestimmte Grössen versteht, die nur den p mit der Bedingung 
| U I + äquivalenten Bedingungen : 



u 



ii 



u 



lJTJj 



XI 



m, 1 



U 



m t m x 



*\ V, . . . ., 



U n-m p +l t n-m p + 1 * * %U 



n— wi D -fl,n 



«*«,,_ +1 • • t* 



»» 



+ o 



zu genügen haben. 



5. 

Die im vorigen Artikel durchgeführten Untersuchungen haben ge- 
zeigt, dass man aus irgend einem gegebenen der Gleichung A p = A ge- 
nügenden und zur Charakteristik (m lf ...,w p ) gehörigen Systeme A alle 

Systeme A 9 welche der Gleichung A p =*d genügen und zur Charakteristik 
(m u . . ., m p ) gehören, und zwar jedes derselben unendlich oft erhalt, wenn 

man A = B~ l AB setzt und alsdann an Stelle des Systems der n % Grössen 
\o> *■ assl > *»•••' n > ein jedes die Bedingung j B | 4= nicht verletzende System 
von n* Werthen treten lässt. Zur Verwerthung dieses Resultates wird man 
von einem möglichst einfachen Systeme A ausgehen. Als solches empfiehlt 
sich das am Ende des Art. 3 definirte, zur Charakteristik (m ly . . ., m p ) 
gehörige, ausgezeichnete System iß. Legt man dieses System zu Grunde, so 
geht aus dem soeben ausgesprochenen Resultate der folgende Satz hervor: 
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„Man erhält alle der Gleichung A p = A genügenden und zur Charak- 
teristik (m 19 . . ., m p ) gehörigen Systeme A und zwar jedes derselben unendlich 

oft, wenn man _ , 

A = B~ 1 SZB 

setzt und alsdann an Stelle des Systems der n* Größen b Qa , ?, a = i, g,,.,», ein jedes 
die Bedingung j B | 4= nicht verletzende System von n 2 Werthen treten lüsst." 
Ist auf diese Weise aus Si mit Hülfe eines Systems B ein System 
A abgeleitet worden, so soll B das erzeugende, A das erzeugte System 
genannt werden. Um den innern Zusammenhang zwischen einem so er- 
zeugten Systeme A und dem erzeugenden B zu erkennen, verstehe man 
unter n l9 «,,...,*„ irgend eine Permutation der Zahlen 1, 2, . . ., n, unter T 
dasjenige aus iß durch Permutation der in seiner Diagonale stehenden 
Grössen hervorgehende System, bei welchem 

T x = G1 a (ff=»l, 2,...,«) 

ist, bilde alsdann für das System A die Determinante: 

D (t) = l A p ~ l + A P ~ 2 T + h AT P ~ 2 + T p ~ l 

und ersetze darin allgemein die Potenz A v durch den ihr auf Grund der 
Gleichung A = B~~ 1 &B entsprechenden Ausdruck B~ l £l v B. Man erhält 
dann für D (t) zunächst die Gleichung: 

D (r) = | B-'fäP-'B + SZ p -*BT H h SZBT P ~ 2 + BT*- 1 ) | . 

und weiter, wenn man noch zur Abkürzung: 

&p-*B + Ü p - 2 BT H h ÜBT*- 2 + BT p ~ l — C 

setzt, die Gleichung: 

Das Element c QO der Determinante | C | ist definirt durch die Gleichung: 

Ersetzt man in ihr die Zahl a durch die Zahl % a und beachtet, dass x %a = a>„ 
ist, so ergiebt sich die Gleichung: 



C **a =b 9*o[ ^ <D J" l '"Xl. (fra-1,2,...,») 

Die auf der rechten Seite dieser Gleichung stehende, in runde Klammern 
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eingeschlossene Summe hat nur dann einen von Null verschiedenen Werth 
und zwar den Werth p&l" 1 9 wenn <a Q — <» a ist. Dieser Fall liegt aber, da 

ist, nur dann vor, wenn die Zahlen p, 6 beide aus einer der p Zahlen- 
reihen 1, 2, . . ., m x \ «f»! + 1, . . ., w x + #V> • • • .", n — m p -\- l, . . ., n 
genommen sind. Mit Rücksicht hierauf ergiebt sich, wenn man noch 
zur Abkürzung : 

setzt, die Gleichung: 



^lx 



. - c l*» 



'«Xj ^nx, 



n 



= /" 



&ix -&1* |0 •• 

1 x i J *>n, 



b -b 



•• 



•• 



•• 



































•• 



•• 



• • • • 



•• 



h— "»«+!» *n — 



• • b i . 

■m p + l »— > + !»*» 



n » x n — "»«4-1 



• •& 



nx 



n 



und man erhält dann, wenn man die Gleichung: 



2± c 



ii 



c nn = (— iy™y± c lKl -..c nKn 



— bei der unter g {x) die Anzahl der in der Permutation x 19 x i9 . . ., ** der 
Zahlen 1, 2, . . ., n enthaltenen Inversionen zu verstehen ist — beachtet 
und die p Determinanten: 



6 1«. • • b l* m , 




• • • • 


y 


b • • b 

^m^ u m l x mi 





h h 

^l + li^ + l ' ' ^l+l.^Wt + Mfc 



«i + wt.^ + l" " m i + ,n »» x m 1 + n4 t 



&.- 



n — rop + l,x Ä __ m +1 ^n-mp+l.x, 



' ' fcn-, 



• • • 



• •& 



">*n — m p +l 

welche in der zuletzt angeschriebenen Determinante als partielle Deter- 
minanten auftreten, zur Abkürzung mit 



- *!' ••**,, » 






• • • • 






l m t *» — m D + !•••*» 
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bezeichnet, schliesslich für D (r) die Gleichung: 

Aus dieser Gleichung folgt nun unmittelbar der Satz: 

„Die auf das System A — Br x SlB bezogene Determinmte: 

D (r) = ! A*- 1 + A p - 2 T H + AT'"* + T*- 1 

T x . = • • • = X y = G), T x , , = • • • = t x . = Ö 2 , ..... T x , „ = • • • = T„ = Q p 

tfatm aber auch nur dann den Werth Null, wenn das Product: 

den Werth Null besitzt." 

Da die n 2 Grössen b eines erzeugenden Systems B nur der Be- 
dingung | B | + zu genügen haben, so wird die auf eines der erzeugten 
Systeme A bezogene Determinante D (t) im allgemeinen für jedes der 

<M.f 

aus ß durch Permutation seiner Diagonalgrössen ableitbaren 



tili X . . . fit. 1 

Systeme T einen von Null verschiedenen Werth besitzen. Andererseits 
hat diese Determinante, wie übrigens schon am Ende des Art. 3 be- 
wiesen wurde, zum mindesten für eines der eben erwähnten Systeme T 
einen von Null verschiedenen Werth. Auf Grund des sogenannten 
Laplace'schen Determinantensatzes besteht nämlich die Gleichung: 

£(- 1)«*>^... V • • -BiS +1 ...„ = *h! • • • m p \ | B j 

— bei der das Summenzeichen andeutet, dass die Summe der Ausdrücke 
zu bilden ist, welche aus dem hinter ihm stehenden allgemeinen Gliede 
hervorgehen, wenn man darin an Stelle von x u n 29 . . ., x n eine jede Per- 
mutation der Zahlen 1, 2, . . ., n treten lässt — und diese zeigt, 
dass das Product jBJ?> x • • • • B? ) ,,...« nicht für jede Permutation 

*1 "inj *n — mp-f-1 *n v 

*i> *2> • • •> ** d er Zahlen 1,2,..,,» verschwinden kann, wenn anders die 
Determinante | B | einen von Null verschiedenen Werth haben soll. 

6. 

Man gehe jetzt auf den zu Anfang des vorigen Artikels ausgesprochenen 
Satz zurück. Dieser Satz sagt aus, dass die n* Gröfsen a ?a , ? ,a=i, »,..,«, 
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des allgemeinsten der Gleichung A p = A genügenden und zur Charak- 
teristik (m u . . ., m p ) gehörigen Systems A durch die der Gleichung 
A — B~ 1 QB entsprechenden Gleichungen: 

. t=l esanii + l *^» — '"p'H 

dargestellt werden, wenn man dabei unter den 6^,e,<7=i,2,...,», unbestimmte 
Grössen versteht, die nur der Bedingung | B | 4- zu genügen haben. 
Auf diese Weise sind die Grössen a, da die Determinante | B | und die 
zu ihren Elementen b gehörigen Adjuncten ß rationale Functionen der b 
sind, als rationale Functionen der n* von einander unabhängigen Para- 
meter b dargestellt. Dass ausser dieser allgemeinen Darstellung aber 
auch noch einfachere Darstellungen möglich sind, lässt sich aus der in 
dem oben erwähnten Satze angeführten Thatsache schliessen, dass auf 
Grund dieser Darstellung jedes System A der angegebenen Art unendlich 
oft erhalten wird, wenn man an Stelle des Systems der n % Grössen b 
ein jedes die Bedingung | -B | -+- nicht verletzende System von n* 
Werthen treten lässt. Als einfachste Darstellungen wird man nun solche 
anzusehen haben, bei denen nicht mehr von einander unabhängige Para- 
meter vorkommen, als unbedingt erforderlich sind, und bei denen dann 
das System dieser Parameter und das System der von ihnen abhängigen 
Grössen a in wechselseitig eindeutiger Beziehung stehen. Zu solchen 
einfachsten Darstellungen gelangt man durch die folgenden Betrachtungen. 
Man nehme an, dass ein System A das eine Mal durch das System B, 
das andere Mal durch das System B' erzeugt sei, dass also die Gleichungen: 

B- X ÜB — A, B'-ißB' = A 

bestehen. Bildet man dann durch passende Verbindung dieser Gleichungen 
die Gleichung BB'- l £lB'B- x — ß und beachtet, dass BB'' 1 zu 
B'Br 1 reciprok ist, so erkennt man, dass das System B'B~~ l stets eine 
Lösung U der Gleichung: 

u~ l a u = ß 

ist, und dass daher B' sich immer in die durch die Gleichung: 

B' - ÜB 
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bestimmte Gestalt bringen lässt, wobei U ein System von der am Ende 
des Art. 4 charakterisirten Art bezeichnet. Da aber auch umgekehrt 
jedes mit einer Lösung U der Gleichung U~~ l &U '— iß gebildete System 
B' = ÜB der Gleichung B'" x SlB' = A genügt, wenn nur B der Glei- 
chung Br x £lB — A genügt, so lässt sich der folgende Satz aussprechen: 

fy Alle Systeme B', welche aus ü dasselbe System A, der Gleichung 
B'^&B' = A gemäss, erzeugen, können aus einem derselben, B, erhalten 
werden, wenn man — unter U das am Ende des Art. 4 churaJcterisirte 
System verstehend — 

B' - ÜB 

setzt und alsdann an Stelle des Systems der m\ + m\ + • • • + m l Grössen u 

ein jedes die Bedingung \ U | =f= nickt verletzende System von m\ + m\-\ 

+ ml Werfhen treten lässt." 

Die Grössen b' des Systems B' — ÜB sind mit den Grössen b des 
Systems B verknüpft durch die n % Gleichungen: 



■=*« 



(1) — V—H" 1 

/«=»*« — i+i. ■ ■•» v\ 

Vcrssl, 2, ...,n / 

bei denen zur Abkürzung: 

Wh + m 2 + • • • + ni ß — 8p oi— i, »,..., p> 

gesetzt ist und unter s die Zahl zu verstehen ist. Greift man nun 
aus diesen Gleichungen, indem man unter » l9 x 2 , . . ., x n eine Permutation 
der Zahlen 1, 2, . . ., n versteht, die m 2 u Gleichungen: 



•«„ 



w ■-v-i+ i 

(o, <? = *«_! + 1| ..., O 



heraus und bildet auf Grund dieser Gleichungen die Determinante der 
m* Grössen b' qXa , <?, *=^_i+i, ...,# M , so ergiebt sich, unter Benutzung der 
am Ende von Seite 22 für ausgezeichnete Unterdeterminanten verwendeten 
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Bezeichnungs weise, die Gleichung: 

und weiter dann, da 17??.. M| • • • U ( n p l_ m +i ... n = j U\ ist, die Gleichung: 
(4) i?' (1) • • . B' ip) =\ U\ * B il) • • • B {p) 

Das Product ÄV...« • • • J3? } .,...* soll mit Rücksicht auf das am Schlüsse 

des Art. 5 Bemerkte das der Permutation « x , x 2 , . . ., x n entsprechende 
Laplace'sche Product des Systems B genannt und im Folgenden mit 
i**\.. Xn bezeichnet werden. Wählt man nun, was nach dem am Schlüsse 

des vorigen Artikels Bemerkten bei von Null verschiedenem | B | immer 
möglich ist, eine solche Permutation * lf x 2 , . . ., * n , für welche P®...* n un d 

damit auch eine jede der jp Grössen B^ u) .,... x , a«— i, *,...,*>> einen von 

Null verschiedenen Werth besitzt, so kann man, da B^ u) ,,...„ die 

Determinante der w* die rechten Seiten der Gleichungen (2) bildenden 
linearen Formen der u ist, die w* Grössen w^, ?,•-•,,_ i+i,..., v» i mm ^ r 
und nur auf eine Weise so bestimmen, dass die m* Grössen 

^ta> *»"-v-i + 1 ' ■•■»•/<> m ^ m l vorgegebenen Grössen g QX(j , <?,<x= V -i+ 1 ' •••''/< > 
zusammenfallen. Die m* so bestimmten Grössen u werden aber, wie die 
Gleichung (3) zeigt, nur dann der Bedingung £7£ w) +i..., 4=0 genügen, 

wenn die m* vorgegebenen Grössen g so gewählt sind, das B' x {fi) ,,...* 

f&r *J X(y = #<*<,> e» »— v-i +1 »- ■•• v e i nen von Null verschiedenen Werth be- 
sitzt. Da diese Betrachtung für jedes fi von 1 bis jp gilt, so ergiebt 
sich unter Beachtung der Gleichung üY?.. mi ••• Z7£ p l m +1 ... tt == | TJ\ schliess- 
lich, dass man bei von Null verschiedenem i^f...» die m\ H f- w* 

Grössen des Systems U im Rahmen der Bedingung | C7 j =+= immer und 
nur auf eine Weise so bestimmen kann, dass die m\ + • • • + m^ Grössen 
b QX(J , *•*— V-1+ 1 »- .-»v /1— x, »t..., p,. welche in dem mit P$*... Kn durch die 
Gleichung (4) verknüpften Laplace'schen Producte P2?...* % des Systems 
B' vorkommen , sich mit m\ + • • • + m* vorgegebenen Grössen 
ff Q x a > *•*— v-i +1 »— «V /« — »i«i-ti»» decken, wenn nur diese Grössen # an Stelle 
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der V gesetzt dem Producte i^L X|| einen von Null verschiedenen Werth 

ertheilen. Beachtet man nun noch, dass nach dem im vorigen Artikel 
Bewiesenen die oben gemachte Annahme, dass das Laplace'sche Product 
^5 6) ...jr des Systems B einen von Null verschiedenen Werth besitzt, 
äquivalent ist mit der Annahme, dass bei dem durch B aus £i erzeugten 
Systeme A «= B~ l üB die Determinante: 

D (I) = | A"- 1 + A"-*T H f- AT"-* + T'- 1 | 

für 

r=-— = T x = G), V x .,= ••* ™ tr x ö 0), ,...,f x «=... = r = O p 

x l x mi 7 *m x + l '«ij+m, 7 7 *n— wip+1 ** 

einen von Null verschiedenen Werth besitzt, so lässt sich das Resultat 
der letzten Untersuchung, wie folgt, aussprechen: 

„Besitzt bei einem der Gleichung A p = A genügenden und zur Charakter 
ristik (ni|, . . ., m p ) geJwrigen Systeme A die Determinante: 

D it) = ; A"- 1 + A*-*T H + AP- 2 + T'- 1 |- 

für 



x l x iWi ' x w»i-l-l *Mi l -j-ro, 7 7 *» — w«-fl * 



eiwew von jWtiß verschiedenen Werth, so giebt es tmter den unendlich vielen 
Systemen B, welche das System A aus Si der Gleichung: 

B- x SiB - A 



2 



gemäss erzeugen, immer eines aber auch nwr eines, bei dem die m\ H (- m, 

in dem Laplace'schen Producte: 

p(ö) = jß<l) jß(2) £(p) 

xj...x n ie l-" x m l x m 1 4-l'" x w» l +m t x n — Wp + l ,,,x ii 

vorkommenden Grössen b^ X(j9 *», *— v— i +1, - ,,, V 8 ■ M = 1 » 2 »-- •»*, sicA m& irgend 

m\ + • • • + m* vorgegebenen, die Bedingung P x ( ^ Xn =j=0 wicfetf verletzenden 

Grössen g QX , ?, »—^—1 + 1,..., «^ z'^ 1 .*," -.j>, decken" 

Aus diesem Satze ergiebt sich nun, wenn man noch berücksichtigt, 
dass auch umgekehrt ein System B mit nicht verschwindender Deter- 
minante ' B\, bei dem das Laplace'sche Product 2^...* einen von Null 

verschiedenen Werth besitzt, aus ii stets ein System A von der im Satze 

4* 
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angegebenen Art erzeugt, schliesslich der folgende, das Wesentliche der 
in dieser Arbeit gewonnenen Resultate enthaltende Satz: 

„Man erhält alle der Gleichung A p = J genügenden und zur Charak- 
teristik (m l9 . . ., m p ) gehörigen Systeme A und zwar jedes derselben unendlich 

oft, wenn man 

A — B~ x aB 

setzt und alsdann an Stelle des Systems der n* Grössen, b Qa , e,<r—i, »,...,», ein 
jedes die Bedingung | B | =|= nicht verletzende System von n* Werthen treten 
lässt. Die auf irgend eines dieser Systeme A bezogene Determinante: 

D (t) = | A*- 1 + A P ~*T H + AT'-* + T*" 1 \ 

besitzt, wenn A nicht von specialem Charakter ist, für jedes, im anderen Falle 

zum mindesten für eines der — : — : — -. aus dem Systeme Si durch Permutation 

seiner Diagonalgrössen hervorgehenden Systeme T einen von Null verschie- 
denen Werfh. Greift man daher aus der Totalität der zur Charakteristik 
{m u . . ., m p ) gehörigen Systeme A die Gruppe derjenigen heraus, bei denen 
die Determinante D M für r x , — • • • = x x — m,x x ,, = ••• = v x , = © 2 , ...., 

t y ,.=••• = r* = cd* einen von Null verschiedenen Werfh besitzt, so ent- 

hält diese Gruppe jedenfalls alle zur Charakteristik (nh 9 ...,m p ) gehörigen 
Systeme A von allgemeinem Charakter. Alle dieser Gruppe angehörigen Systeme A 
erhält man, und nur diese allein, auch jedes derselben nur einmal, wenn man 

A = B-^B 

setzt, dabei den m\-\ f-m* Grössen b qXa , ?,*— ^-i+i,. ... ^-,0—1, »,...,*, des 

Systems B irgend welche feste, die Bedingung: 

nickt verletzende Werthe beilegt und alsdann an Stelle der n* — m\ ml 

übrigen Grössen b ein jedes die Bedingung \ B | 4= nicht verletzende System 
von n % — m\ — • • • — m % p Werthen treten lässt. Die Mannigfaltigkeit der 
der Gleichung AP — A genügenden und zw Charakteristik (m l9 . . ., m p ) ge- 
hörigen Systeme A ist daher eine (n* — m\ — • • • — ml) -fache." 

Würzburg, im Juli 1892. 



